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• Av og til skrives bare transferfunksjon i stedet for transferfunksjonsmatrise,
men om dette er en matrise eller ei vil framkomme av den sammenhengen
begrepet benyttes i.

• Av og til utelates det at funksjoner er avhengig av den komplekse vari-
abelen s, men at de likevel er avhengig av denne vil framkomme av den
sammenhengen dette gjøres i.



Sammendrag

I denne oppgaven presenteres endel eksisterende metoder for passivitets-basert
regulatordesign. En av disse metodene anvendes deretter p̊a et mekanisk oscilla-
torisk system best̊aende av skip, stigerør og undervannsfarkost. Den matematiske
modellen av systemet er for den sideveis bevegelsen, og gjennom simuleringsre-
sultater i Matlab vises det hvordan regulatoren fungerer med dette systemet.

Syntesemetoden som anvendes er hensiktsmessig i bruk ved v̊art dynamiske sy-
stem. Dette skyldes at vi ved å anvende en virtuell måling av undervannsfarkos-
tens hastighet kan utnytte allerede eksisterende informasjon om passivitet i sy-
stemet, og dermed designe en mere robust regulatorstruktur.

I regulatorsyntesen anvendes lineære matriseulikheter for beskrivelse av betingel-
ser som regulatoren skal oppfylle. Disse kan løses ved bruk av numeriske optimali-
seringsprogram. Gjennom simuleringsresultatene vises det hvordan små endringer
i programvaren, som skal utføre den numeriske optimaliseringen, kan gi store ut-
slag i resultatene. Det vises ogs̊a hvordan en regulator kan eksistere selv om den
strengt tatt ikke oppfyller matriseulikhetene, noe som skyldes at betingelsene
uttrykker tilstrekkelige krav, ikke nødvendige.

xi



Kapittel 1

Innledning

1.1 Bakgrunn

Mekanisk oscillatoriske systemer innehar ofte passivitetsegenskaper, slik at det
er hensiktsmessig å utvikle passive regulatorer for å utnytte denne informasjonen
til å bedre robustheten i systemet. Denne oppgaven tar utgangspunkt i dette
prinsippet, men kombinerer kravene til en passiv regulator med bruken av to
andre konsept: H2- og H∞-regulering.

1.2 Generelt om H2 (LQG) og H∞
Begrepene H2- og H∞-regulering har tilknytning til optimaliseringsteori, hvor
man ønsker å optimalisere parametre med hensyn p̊a en kostfunksjon.

H2-regulering blir oftest referert til som LQG1, og er egnet for å behandle sto-
kastiske aspekter ved et system. I dette tilfellet ønsker man å minimalisere H2-
normen med hensyn p̊a p̊adraget, slik at man sitter igjen med en optimal regu-
lator.

H2-normen er definert i frekvensplanet for en stabil transferfunksjonsmatriseG(s)
som:

‖G‖2 =

(
1

2π

∫ ∞

−∞
trace[GT (−jω)G(jω)] dω

) 1
2

(1.1)

En minimalisering med hensyn p̊a p̊adraget leder fram til Separasjonsteoremet
(Brian D. O. Anderson & John B. Moore, 1989), hvor den optimale regulatoren
inneholder løsningen av to Riccati-ligninger. Man kan se p̊a dette som en opp-
deling av det opprinnelige stokastiske systemet i en deterministisk del, som det

1Linear Quadratic Gain

1



1.3 Rapportens oppbygging 2

konstrueres en regulator for, og en estimeringsdel, hvor tilstandene estimeres og
brukes i regulatorsyntesen.

H∞-regulering er et mindre brukt konsept, som er egnet for å behandle robusthet
for systemet. I dette tilfellet ønsker man å minimalisere H∞-normen, slik at man
sitter igjen med en regulator som har best mulig evne til å motst̊a modellusik-
kerhet.

H∞-normen er definert i frekvensplanet for en stabil transferfunksjonsmatrise
G(s) som:

‖G‖∞ = sup
ω
σ̄(G(jω)) (1.2)

Ved spesifiseringen av H∞-regulering opptrer en øvre skranke i form av en gam-
maverdi:

‖G‖∞ < γ (1.3)

Her er kan G være transferfunksjonen fra w til z, slik at z = Gw. Gammaver-
dien kan sees i sammenheng med modellusikkerheten, ved at denne usikkerheten
beskrives ved w = ∆z. Antas usikkerheten å ha inkrementell forsterkning ikke
høyere enn 1/γ f̊ar vi ved å anvende Small-gain teoremet (Michael Green & David
J. N. Limebeer, 1995) ligning (1.3).

Med dette utgangspunktet kan vi uformelt tolke gamma p̊a følgende vis:

• Stor γ gir rom for liten usikkerhet i modellen.

• Liten γ gir rom for stor usikkerhet i modellen.

Tilfredsstilles ligning (1.3) med en liten gammaverdi, vil vi ha en regulator som
godtar størst mulig modellusikkerhet.

1.3 Rapportens oppbygging

Rapporten er organisert i følgende hovedkapittel:

• Kapittel 2:
Her gis en oversikt over syntese av passive H2- og H∞-regulatorer basert
p̊a bruk av algebraiske Riccati-ligninger i løsningen.

• Kapittel 3:
Her gis en oversikt over syntese av passive H2- og H∞-regulatorer basert
p̊a bruk av lineære matriseulikheter i løsningen.



1.3 Rapportens oppbygging 3

• Kapittel 4:
Her utvikles en matematisk modell for sideveis (lateral) bevegelse av et
system best̊aende av overflateskip, stigerør/kabel og ROV2.

• Kapittel 5:
Her presenteres egenskaper ved den matematiske modellen, regulatorstruk-
tur og simuleringsresultater.

• Kapittel 6:
Her diskuteres resultatene, og en konklusjon p̊a oppgaven blir gitt.

2Remotely Operated Vehicle



Kapittel 2

Syntese av passive regulatorer
ved bruk av Riccati-ligninger

Fra teorien omkring optimalregulering (Brian D. O. Anderson & John B. Moore,
1989) vet vi at vi kan minimalisere en kostfunksjon slik at kravene til en optimal
regulator framkommer. Resultatet er at regulatoren inneholder parametre som er
løsningen til algebraiske Riccati-ligninger (ARE1).

I den p̊afølgende presentasjonen, som er basert p̊a Johannessen (1995), skal vi
se p̊a en utvidelse av begrepet optimal regulatordesign. I tillegg til å finne en
optimal regulator vil vi n̊a kreve at regulatoren ogs̊a skal være passiv. For en kort
introduksjon til begrepet passivitet, med tilhørende definisjoner, se Vedlegg A.

2.1 System

La oss ta utgangspunkt i det lineære, tidsinvariante (LTI) systemet Σ:

ẋ = Ax+B1w +B2u (2.1)

z = C1x+D12u (2.2)

y = C2x+D21w (2.3)

For dette systemet kan vi anvende notasjonen

(
z
y

)
=



A B1 B2

C1 0 D12

C2 D21 0



(
w
u

)
= G(s)

(
w
u

)
(2.4)

Et blokkskjema som viser dette systemet med en regulator er vist p̊a Figur 2.1.

1Algebraic Riccati Equation
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2.2 Regulatorproblem 5

w

y

z

u

K

G11

G21 G22

G12

Figur 2.1: System med regulator

I systemet har vi:

• x er systemets tilstandsvektor

• w er alle eksterne innganger (referanser, forstyrrelser, målestøy, o.l.)

• u er systemets p̊adrag

• z er de signalene vi ønsker å regulere p̊a (f.eks. reguleringsavvik)

• y er målte variable

For dette systemet vil vi kunne finne den lukkede sløyfes transferfunksjonsmatrise
fra w til z, betegnet T zw(s), som

T zw = G11 +G12K(I −G22K)−1G21 (2.5)

der Gij(s) er gitt ved

Gij = Ci(sI −A)−1Bj +Dij =

(
A Bi

Ci Dij

)
(2.6)

2.2 Regulatorproblem

V̊art neste mål, n̊a som systemets struktur er klarlagt, er å finne passive regu-
latorer ved å anvende H2- og H∞-norm som kriterier. Disse regulatorene vil bli
konstruert ved å anvende algebraiske Riccati-ligninger, samt bruk av Kalman-
Yakubovitch lemmaet (Lemma A.1) for å p̊avise passivitet.

V̊art utgangspunkt er systemet som ble spesifisert i forrige underkapittel, men
med følgende antakelser i tillegg:



2.3 H2 regulering 6

A.1 D11 = D22 = 0

A.2 (A,B1) er stabiliserbar og (C1,A) er detekterbar.

A.3 (A,B2) er stabiliserbar og (C2,A) er detekterbar.

A.4 DT
12

(
C1 D12

)
=
(

0 R
)

A.5

(
B1

D21

)
DT

21 =

(
0
N

)

A.6 Transferfunksjonsmatrisa G22(s) er positiv reell, dvs. ∃P = P T > 0 og
Q = QT ≥ 0, slik at (Lemma A.1)

ATP + PA+Q = 0 (2.7)

BT
2P = C2 (2.8)

Etter at en regulator er konstruert vil den være p̊a formen

u =

(
Ac Bc

Cc 0

)
y = K(s)y (2.9)

slik at

ẋc = Acxc +Bcy (2.10)

u = Ccxc +Dcy (2.11)

Krav til passivitet for transferfunksjonsmatrisen fra y til −u, med bruk av regu-
latoren K, gjør at matrisene P r = P T

r > 0 og Qr = QT
r ≥ 0 må eksistere, slik

at (Lemma A.1)

AT
c P r + P rAc +Qr = 0 (2.12)

BT
c P r = −Cc (2.13)

2.3 H2 regulering

Ved H2 regulering tar vi utgangspukt i problemet med å minimalisere ‖T zw‖2

med hensyn p̊a p̊adraget u. Fra John C. Doyle, Keith Glover, Pramod P. Khar-
gonekar & Bruce A. Francis (1989) har vi følgende optimale regulator for slike
reguleringsproblemer:

K(s) =

(
Â2 −L2

F 2 0

)
(2.14)



2.3 H2 regulering 7

der

Â2 = A+B2F 2 +L2C2, (2.15)

F 2 = −R−1BT
2X2 (2.16)

L2 = −Y 2C
T
2N

−1 (2.17)

Dette tilsvarer regulatoren

˙̂x = Â2x̂−L2y (2.18)

u = F 2x̂ (2.19)

Her vil X2 = XT
2 ≥ 0 være løsningen av den algebraiske Riccati-ligningen

ATX2 +X2A−X2B2R
−1BT

2X2 +CT
1C1 = 0 (2.20)

Tilsvarende vil Y 2 = Y T
2 ≥ 0 være løsningen av den algebraiske Riccati-ligningen

AY 2 + Y 2A
T − Y 2C

T
2N

−1C2Y 2 +B1B
T
1 = 0 (2.21)

For at denne bestemte regulatoren n̊a skal være passiv kan vi anvende Kalman-
Yakubovitch ligningene fra (2.12) og (2.13), med Ac = Â2, Bc = −L2 og Cc =
F 2. Dette gir oss

Â
T

2P r + P rÂ2 +Qr = 0 (2.22)

−LT2P r = −F 2 (2.23)

Med utgangspunkt i det som er gjort i Johannessen (1995) f̊ar vi n̊a følgende to
alternative løsninger som gir en passiv, optimal H2 regulatorstruktur:

Alternativ 1

N = R (2.24)

Y 2 = P−1 (2.25)

P r = X2 (2.26)

B1B
T
1 = P−1QP−1 +B2N

−1BT
2 = Y 2QY 2 +B2N

−1BT
2 (2.27)

CT
1C1 = Qb + PB2R

−1BT
2P = Qb + Y −1

2 B2R
−1BT

2Y
−1
2 (2.28)

hvor Qb er en valgt, positiv semidefinit matrise.

Alternativ 2

N = R (2.29)

X2 = P (2.30)

P r = Y −1
2 (2.31)

CT
1C1 = Q+X2B2R

−1BT
2X2 (2.32)

B1B
T
1 = Qb +X−1

2 C
T
2N

−1C2X
−1
2 (2.33)

hvor Qb er en valgt, positiv semidefinit matrise.
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Bevisene for dette finnes i Johannessen (1995), men med N = R = I.

2.4 H∞ regulering

Analogt med utviklingen av H2 regulering vil vi n̊a se p̊a utvikling av H∞ re-
gulering, hvor vi tar utgangspunkt i ønsket om at regulatoren skal tilfredsstille
‖T zw‖∞ < γ. Fra John C. Doyle et al. (1989) har vi den s̊akalte central controller
som er en sub-optimal løsning p̊a dette problemet. Den er gitt som

K(s) =

(
Â∞ −Z∞L∞
F∞ 0

)
(2.34)

der

Â∞ = A+ γ−2B1B
T
1X∞ +B2F∞ +Z∞L∞C2 (2.35)

F∞ = −R−1BT
2X∞ (2.36)

L∞ = −Y ∞CT
2N

−1 (2.37)

Z∞ = (I − γ−2Y ∞X∞)−1 (2.38)

I tillegg vil vi ha X∞ = XT
∞ ≥ 0, Y ∞ = Y T

∞ ≥ 0 og ρ(Y ∞X∞) < γ2, der X∞
og Y ∞ er løsningene av de to algebraiske Riccati-ligningene

ATX∞ +X∞A+X∞(γ−2B1B
T
1 −B2R

−1BT
2 )X∞ +CT

1C1 = 0(2.39)

AY ∞ + Y ∞A
T + Y ∞(γ−2CT

1C1 −CT
2N

−1C2)Y ∞ +B1B
T
1 = 0(2.40)

Som i tilfellet med H2 kan vi n̊a trekke fram to alternative løsninger fra Johan-
nessen (1995), som gjør denne regulatoren passiv:

Alternativ 1 Med

N = R (2.41)

Y ∞ = P−1 (2.42)

P r = Z−T∞ X∞ (2.43)

B1B
T
1 = P−1QP−1 − γ−2P−1CT

1C1P
−1 +B2N

−1BT
2 (2.44)

vil regulatortransfermatrisa−K(s) være positiv reell, dersomQr = −(Â
T

∞P r+
P rÂ∞) er positiv semidefinit.

Alternativ 2 Med

N = R (2.45)

Y ∞ = αP−1 (2.46)

P r =
1

α
Z−T∞ X∞ (2.47)

B1B
T
1 = αP−1QP−1 − α2(γ−2P−1CT

1C1P
−1 −B2N

−1BT
2 )(2.48)
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vil krav til positiv reell regulatortransfermatrise ogs̊a være oppfylt, dersom
Qr er positiv semidefinit, men med økt forsterkning.



Kapittel 3

Syntese av passive regulatorer
ved bruk av matriseulikheter

Mange problemer av reguleringsteksnisk art kan spesifiseres ved å anvende li-
neære matriseulikheter (LMI1) (Stephen Boyd, Laurent El Ghaoui, Eric Feron &
Venkataramanan Balakrishnan, 1994). Et eksempel p̊a dette vil være spesifise-
ring av ytelseskrav, som en regulator må kunne oppfylle. Ved å kombinere flere
forskjellige typer krav kan man p̊a denne måten konstruere et sett med LMIer.
Dette gir en mere fleksibel og nøyaktig spesifisering av den ønskede lukkede sløyfe
oppførselen til systemet.

Utgangspunktet for den p̊afølgende presentasjonen er Carsten W. Scherer, Pascal
Gahinet & Mahmoud Chilali (1995) og Scherer (1995), hvor s̊akalt multi-channel
(eventuelt multi-objective) LMI-syntese er beskrevet. Dette gir mulighet for å
spesifisere krav til passivitet for transferfunksjonsmatrisen fra inngang til utgang.

Til slutt presenteres en litt annen framgangsmåte, med krav til passivitet for
transferfunksjonsmatrisen fra en virtuell utgang til p̊adraget. Denne presentasjo-
nen er basert p̊a Johannessen (1996).

Vedlegg B gir en kort oversikt over emnet lineære matriseulikheter, med en pre-
sentasjon av noen nyttige lemma vi vil f̊a bruk for.

1Linear Matrix Inequality

10
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3.1 System

La oss ta utgangspunkt i det lineære, tidsinvariante (LTI) systemet Σ (Scherer,
1995):

ẋ = Ax+B1w1 +B2w2 + · · ·+Bqwq +Bu

z1 = C1x+D11w1 +D12w2 + · · ·+D1qwq +E1u
...

zp = Cpx+Dp1w1 +Dp2w2 + · · ·+Dpqwq +Epu

y = Cx+ F 1w1 + · · ·+ F qwq

For dette systemet kan vi anvende notasjonen




z1
...
zp
y


 =




A B1 · · · Bq B
C1 D11 · · · D1q E1
...

...
. . .

...
...

Cp Dp1 · · · Dpq Eq

C F 1 · · · F q 0







w1
...
wq

u


 (3.1)

Et blokkskjema for systemet med regulator er vist i Figur 3.1, der de forskjellige
inngangene og utgangene er som tidligere beskrevet i underkapittel 2.1.

K

u

G

w1

w2

wq

y

zp

z2

z1

Figur 3.1: Multikanal system med regulator.

Vi kan se p̊a systemet som om det har en rekke kanaler, fra den eksterne inngang
wk til utgang zj. Dette kan beskrives ved zj = T jkwk, der T jk er den lukkede
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sløyfes transferfunksjonsmatrise beskrevet ved

T jk(s) = Cj(sI −A)−1Bk +Djk

=

( A Bk
Cj Djk

)
=




A+BDcC BCc Bk +BDcF k

BcC Ac BcF k

Cj +EjDcC EjCc Djk +EjDcF k


(3.2)

Her er matrisene Ac, Bc, Cc og Dc hentet fra regulatoren K gitt ved

K(s) =

(
Ac Bc

Cc Dc

)
(3.3)

slik at u = Ky.

Denne regulatoren må være stabiliserende, slik at A bare har egenverdier i det
åpne venstre halvplan. A kalles da en Hurwitz matrise, og det gir oss følgende
antakelser for det videre arbeidet:

A.1 (A,B) er stabiliserbar

A.2 (A,C) er detekterbar

3.2 H2-regulering

For å illustrere framgangsmåten ved flerkanals LMI-syntese kan vi i første omgang
konsentrere oss om en kanal, hvor vi legger inn et krav om begrenset H2-norm.

La oss si at for kanalen fra w1 til z1 ønsker vi en H2-norm lavere enn α:

‖T 11‖2
2 < α (3.4)

Fra Lemma B.2 vet vi at dette er tilfredsstilt, og at A er stabil, hvis, og bare
hvis, det eksisterer symmetriske matriser X 1 og Z med trace(Z) < α og

( ATX 1 +X 1A X 1B1

BT1X 1 −I

)
< 0 (3.5)

( X 1 CT1
C1 Z

)
> 0 (3.6)

Dette forutsetter ogs̊a at D11 = 0.

Problemet med å finne en mulig løsning p̊a disse ulikhetene blir vanskeliggjort av
ulineære ledd p̊a formenATX 1, siden slike ledd inneholder produkt best̊aende av
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X 1 og regulatorparametre. For å gjøre dette løsbart kan vi ved hjelp av kongruente
transformasjoner 2 foreta en linearisering og endring av variable.

Først deler vi opp X 1 som

X 1 =

(
P M
MT X

)
, X−1

1 =

(
Q N
NT Y

)
(3.7)

der P og Q er symmetriske matriser.

I tillegg definerer vi

Π1 =

(
Q I
NT 0

)
, Π2 =

(
I P
0 MT

)
(3.8)

slik at vi f̊ar

X 1Π1 =

(
P M
MT X

)(
Q I
NT 0

)

=

(
PQ+MNT P
MTQ+XNT MT

)
=

(
I P
0 MT

)
= Π2 (3.9)

Et nytt sett med variable defineres n̊a som

Â = MAcN
T +MBcCQ+ PBCcN

T + P (A+BDcC)Q (3.10)

B̂ = MBc + PBDc (3.11)

Ĉ = CcN
T +DcCQ (3.12)

D̂ = Dc (3.13)

Den kongruente transformasjonen best̊ar i å for- og ettermultiplisere ligningene
(3.5) og (3.6) med diag(ΠT

1 , I) og diag(Π1, I). Dette gir
(

ΠT
1ATX 1Π1 + ΠT

1X 1AΠ1 ΠT
1X 1B1

BT1X 1Π1 −I

)
< 0 (3.14)

(
ΠT

1X 1Π1 ΠT
1 CT1

C1Π1 Z
)

> 0 (3.15)

De enkelte leddene i disse uttrykkene blir

ΠT
1X 1AΠ1 = ΠT

2AΠ1 =

(
AQ+BĈ A+BD̂C

Â PA+ B̂C

)
(3.16)

ΠT
1X 1B1 = ΠT

2B1 =

(
B1 +BD̂F 1

PB1 + B̂F 1

)
(3.17)

C1Π1 =
(
C1Q+E1Ĉ C1 +E1D̂C

)
(3.18)

ΠT
1X 1Π1 = ΠT

1 Π2 =

(
Q I
I P

)
(3.19)

2Ved en kongruent transformasjon A → CTAC (C ikke-singulær) beholdes samme antall
negative og positive egenverdier, samt antall egenverdier som er null (Strang, 1988).
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Vi ser at vi n̊a har fjernet de ulineære leddene, og sitter igjen med et løsbart sett
med LMIer. Disse ønsker vi å løse med hensyn p̊a variablene P , Q, Â, B̂, Ĉ og
D̂. N̊ar vi har funnet disse kan vi regne oss tilbake til regulatorens parametre
Ac, Bc, Cc og Dc. Dette gjøres ved å først finne to matriser M og N , som
tilfredsstiller PQ+MN T = I (ligning (3.9)) og som har full rang. Deretter kan
regulatorparametrene finnes fra ligning (3.10)-(3.13).

3.3 Generell multikanal regulering

I forrige underkapittel s̊a vi hvordan man kan spesifisere krav til transferfunk-
sjonsmatrisen i en kanal, fra wk til zj, for deretter å utføre en kongruent trans-
formasjon slik at kravene omformes til et løsbart sett med LMIer. Fra resultatet
man f̊ar kan man deretter regne seg tilbake til regulatorparametrene.

Vi kan n̊a utvide dette til å gjelde flere kanaler, slik at vi kan legge inn flere krav.
Vi kan f.eks. igjen tenke oss at vi har et krav til H2-norm i en kanal, men at vi
ogs̊a legger inn et krav til begrensning av H∞-norm. Framgangsmåten blir den
samme som i forrige underkapittel: Først beskrives kravene som matriseulikheter,
og deretter foretas en kongruent transformasjon. Dette gir et løsbart sett med
LMIer, og løsningen kan brukes til å finne Ac, Bc, Cc og Dc. Generelt vil ethvert
nytt krav generere en ny variabel X i, men med utgangspunkt i det som er vist
i Carsten W. Scherer et al. (1995) og Scherer (1995) setter vi alle til å være
den samme variablen X . Resultatet av denne modifikasjonen er at kravene vi
uttrykker med LMIene vil være tilstrekkelige, og ikke nødvendige.

Vi f̊ar som i forrige underkapittel, men n̊a mere generelt, følgende krav til H2-
norm: ‖T jk‖2

2 < α og A er stabil, hvis, og bare hvis, det eksisterer symmetriske
matriser X og Z med trace(Z) < α og

( ATX +XA XBk
BTkX −I

)
< 0 (3.20)

( X CTj
Cj Z

)
> 0 (3.21)

Dette forutsetter ogs̊a at Djk = 0.

Kravet til H∞-norm kan finnes ved å anvende det s̊akalte Bounded Real Lem-
ma (Lemma B.3). Vi f̊ar at ‖T jk‖∞ < γ hvis, og bare hvis, det eksisterer en
symmetrisk X med



ATX +XA XBk CTj
BTkX −γI DT

jk

Cj Djk −γI


 < 0, X > 0 (3.22)
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X deles opp p̊a samme måte som vist i ligning (3.7), og vi anvender de samme
uttrykkene for Π1, Π2, Â, B̂, Ĉ og D̂, gitt av ligningene (3.8) og (3.10)-(3.13).
De generelle uttrykkene for ligning (3.16)-(3.19) blir n̊a

ΠT
1XAΠ1 = ΠT

2AΠ1 =

(
AQ+BĈ A+BD̂C

Â PA+ B̂C

)
(3.23)

ΠT
1XBk = ΠT

2Bk =

(
Bk +BD̂F k

PBk + B̂F k

)
(3.24)

CjΠ1 =
(
CjQ+EjĈ Cj +EjD̂C

)
(3.25)

ΠT
1XΠ1 = ΠT

1 Π2 =

(
Q I
I P

)
(3.26)

Kravene tilH2-norm kan dermed omformuleres ved en kongruent transformasjon
med diag(Π1, I), mens den største matrisen i kravene tilH∞-norm transformeres
med diag(Π1, I, I). Det siste kravet til H∞-norm transformeres selvsagt tilsva-
rende, men med Π1. Disse kongruente transformasjonene gir n̊a ledd tilsvarende
de generelle uttrykkene i ligningene (3.23)-(3.26), og vi løser igjen med hensyn
p̊a P , Q, Â, B̂, Ĉ og D̂. Regulatorparametrene finnes deretter som før.

3.4 Krav til passivitet i en kanal

I forrige underkapittel s̊a vi hvordan man kunne legge inn flere krav i regula-
torsyntesen. Dette kan selvsagt ogs̊a gjelde andre krav enn H2- og H∞-norm.
Spesielt kan vi tenke oss hvordan vi kan legge inn krav til passivitet i en kanal,
ved å si at transferfunksjonen T jk skal være utvidet strengt positiv reell (ESPR)
(Vedlegg A). Dette er ekvivalent med å kreve (Lemma B.4) at det eksisterer en
symmetrisk X , slik at

( ATX +XA XBk − CTj
XBk − Cj −DT

jk −Djk

)
< 0, X > 0 (3.27)

De kongruente transformasjonene utføres her med henholdsvis diag(Π1, I) og Π1.

3.5 Passivitetskrav fra virtuell utgang til p̊adrag

Vi har sett hvordan krav til passivitet i en kanal kan uttrykkes ved bruk av LMIer,
men i praksis er vi ofte mere opptatt av å studere passivitet i tilbakekoblingen fra
målingen til p̊adraget. Dette kan sees i sammenheng med resultatene fra passivi-
tetsteorien (Vedlegg A), som beskriver hvordan et passivt system med et strengt
passivt system i tilbakekoblingen vil være asymptotisk stabilt.
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Krav til stabilitet i systemet er egentlig allerede tatt hensyn til ved spesifisering
av H∞-normen, slik at like viktig som oppfyllelsen av stabilitet er kravet til et
mere robust system. Ved å kreve passivitet i tilbakekoblingen fra et passivt system
vil vi f̊a bedre robusthet med hensyn p̊a usikkerhet i modellen og variasjoner i
parametrene. Dette er det samme som å kreve positiv reell tilbakekobling, og vi
vil da utnytte alledede eksisterende informasjon om passivitet i systemet til å
bedre robustheten.

La oss n̊a ta utgangspunkt i det modifiserte systemet:



z1

z2

y


 =




A B1 B
C1 D11 E1

C2 0 0
C F 1 0



(
w
u

)
(3.28)

Her kan vi se p̊a utgangen z2 som en virtuell m̊aling uten målestøy.

V̊ar regulator er som før gitt av ligning (3.3), slik at vi f̊ar for transferfunksjons-
matrisen fra w til z1:

T z1w = T 11 =

( A B1

C1 D11

)
=




A+BDcC BCc B1 +BDcF 1

BcC Ac BcF 1

C1 +E1DcC E1Cc D11 +E1DcF 1




(3.29)

I tillegg finner vi transferfunksjonsmatrisen fra z2 til −u som

T−uz2 =

( Â B̂
−Ĉ −D̂

)
=



A+BDc(C −C2) BCc BDc

Bc(C −C2) Ac Bc

−Dc(C −C2) −Cc −Dc


 (3.30)

Vi ønsker n̊a en regulator som oppfyller to krav:

1. ‖T z1w‖∞ < γ.

2. T−uz2 skal være utvidet strengt positiv reell (ESPR).

Det første kravet gir et eksponensielt stabilt system, mens det andre kravet er
tatt med for å gjøre systemet mere robust. Kravet til utvidet streng positiv reell
tilbakekobling er et strengere krav enn krav til kun positiv reell tilbakekobling,
men det er enklere å uttrykke ved matriseulikheter.

Et eksempel p̊a praktisk implementering av dette kan være et kjøretøy som vi
ønsker å styre ved å måle dets posisjon. Transferfunksjonen fra p̊adraget til po-
sisjonsmålingen vil oftest ikke være passiv, men dersom transferfunksjonen fra
p̊adraget til kjøretøyets hastighet er passiv vil vi typisk anvende denne hastig-
heten som virtuell måling. Dersom kravet til at T −uz2 skal være positiv reell
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oppfylles vil vi ha kommet fram til en regulator som gir et mere robust totalsy-
stem.

Framgangsmåten som er beskrevet i Johannessen (1996) er en to-skritts metode,
hvor man først løser H∞-kravet ved å anvende metoden jeg har beskrevet for
multikanal systemer. Dvs. ved å foreta en kongruent transformasjon, slik at man
f̊ar et sett med LMIer som kan løses.

Deretter anvendes Q som man har funnet til å foreta en transformasjon av til-
standsvektoren:

x̄ = Q−
1
2x (3.31)

Slik at systemmatrisene blir

Ā = Q−
1
2AQ

1
2 (3.32)

B̄ = Q−
1
2B B̄1 = Q−

1
2B1 (3.33)

C̄ = CQ
1
2 C̄i = CiQ

1
2 (3.34)

og i tillegg

P̄ = Q
1
2PQ

1
2 , M̄ = Q

1
2M , N̄ = Q−

1
2N (3.35)

Kravene til H∞-norm, gitt av ligning (3.22), f̊ar etter den kongruente transfor-
masjonen ledd gitt av ligningene (3.23)-(3.26). Ved for- og ettermultiplikasjon av

det “minste” kravet (ΠT
1XΠ1 > 0) med diag(Q

1
2 ,Q−

1
2 ), og for- og ettermulti-

plikasjon av det “største” kravet med diag(Q−
1
2 ,Q

1
2 , I, I) f̊ar vi følgende to nye

krav:

P̄ > I (3.36)(
Ψ̄11 Ψ̄

T
21

Ψ̄21 Ψ̄22

)
< 0 (3.37)

der

Ψ̄11 =

(
Ā+ Ā

T
+ B̄ ¯̂C + (B̄ ¯̂C)T ¯̂A

T
+ Ā+ B̄D̂C̄

¯̂A+ (Ā+ B̄D̂C̄)T P̄ Ā+ Ā
T
P̄ + ¯̂BC̄ + ( ¯̂BC̄)T

)
(3.38)

Ψ̄21 =

(
(B̄1 + B̄D̂F 1)T (P̄ B̄1 + ¯̂BF 1)T

C̄1 +E1
¯̂C C̄1 +E1D̂C̄

)
(3.39)

Ψ̄22 =

(
−γI (D11 +E1D̂F 1)T

D11 +E1D̂F 1 −γI

)
(3.40)

og

¯̂A = M̄AcN̄
T

+ M̄BcC̄ + P̄ B̄CcN̄
T

+ P̄ (Ā+ B̄DcC̄) (3.41)
¯̂B = M̄Bc + P̄ B̄Dc (3.42)
¯̂C = CcN̄

T
+DcC̄ (3.43)
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Vi legger merke til at Ψ̄22 ikke har endret seg fra ligning (3.22).

Årsaken til at denne transformasjonen av tilstandsvektoren innføres, ligger i kra-
vet til ESPR transferfunksjonsmatrise T −uz2 . Med utgangspunkt i Lemma B.4
gir dette følgende matriseulikhet:

(
ÂTX +XÂ ĈT +XB̂
Ĉ + B̂TX D̂T

+ D̂

)
< 0 (3.44)

(Endring i fortegn kommer av at p̊adraget er negativt.)

N̊ar man n̊a utfører den vanlige kongruente transformasjonen, som i underkapit-
tel 3.4, sitter man igjen med ulineære ledd. Et eksempel p̊a dette er den trans-
formerte matrisens element plassert i første kolonne og første rad:

AQ+QAT +BĈ + (BĈ)T −BD̂C2Q− (BD̂C2Q)T (3.45)

Vi ser at de to siste leddene er produkter av b̊ade Q og D̂, som vi ønsker å finne
mulige løsninger av. Dette skaper nye problemer for løseligheten av problemet.
Etter transformasjonen av tilstandsvektoren f̊ar vi derimot et nytt krav for ESPR
T−uz2 , gitt av (

Θ̄11 Θ̄
T
21

Θ̄21 Θ̄22

)
< 0 (3.46)

der

Θ̄11 =




Ā+ Ā
T

+ B̄ ¯̂C + (B̄ ¯̂C)T

−B̄ ¯̂DC̄2 − (B̄ ¯̂DC̄2)T

¯̂A
T

+ Ā+ B̄D̂C̄

−B̄D̂C̄2 − ( ¯̂BC̄2)T

¯̂A+ (Ā+ B̄D̂C̄)T

−(B̄D̂C̄2)T − ¯̂BC̄2

P̄ Ā+ Ā
T
P̄ + ¯̂BC̄ + ( ¯̂BC̄)T

− ¯̂BC̄2 − ( ¯̂BC̄2)T




(3.47)

Θ̄21 =
(

(B̄D̂)T + ¯̂C − D̂C̄2
¯̂B
T

+ D̂C̄ − D̂C̄2

)
(3.48)

Θ̄22 = D̂ + D̂
T

(3.49)

Vi legger ogs̊a her merke til at Θ̄22 ikke er endret etter transformasjonen.

Vi ser at problemet med ulineære ledd n̊a er løst, og andre steg av løsningsprosedyren
blir n̊a å løse det nye settet med LMIer, som best̊ar av ligningene (3.36), (3.37) og

(3.46). Disse løses med hensyn p̊a variablene P̄ , ¯̂A, ¯̂B, ¯̂C og D̂. Deretter finner
vi, tilsvarende som før, to matriser med full rang, men n̊a er dette transformerte
utgaver M̄ og N̄ , som skal tilfredsstille

M̄N̄
T

= I − P̄ (3.50)

N̊ar vi har disse kan vi regne oss tilbake til regulatorparametrene.



Kapittel 4

Mekanisk oscillatorisk system:
Skip med stigerør og ROV

I dette kapittelet presenteres en dynamisk modell for et system best̊aende av skip,
stigerør og ROV. Denne modellen er hentet fra Schjølberg (1996), og omhandler
bare sideveis (lateral) bevegelse.

Dette vil være et aktuelt system n̊ar man ønsker å feste et stigerør til et brønnhode
p̊a havbunnen, men vi kan ogs̊a tenke oss stigerøret byttet ut med en kommuni-
kasjonskabel, eller annen type slank struktur, og f̊a en tilsvarende situasjon. I det
p̊afølgende vil jeg referere til denne slanke strukturen som “kabel”.

Problemet med dette systemet er at det vil oppst̊a svingninger p̊a kabelen, som
følge av havbølger, strøm, o.l. Disse svingningene ønsker man å undertrykke,
samtidig som man forflytter ROVen.

4.1 Sideveis bevegelse for skip med stigerør og

ROV

Figur 4.1 viser en prinsippskisse for v̊art system, som vi n̊a ønsker å modellere.
P̊a figuren har vi:

• rx(t) er en funksjon som beskriver overflateskipets bevegelse.

• gx(z) = 1− z
l

er kabelens statiske avvik, med skipet forskjøvet en enhet.

• hx(z) = z
l

er kabelens statiske avvik, med ROVen forskjøvet en enhet.

• w(z, t) er bølgehastigheten.

• Uc(z) havstrømmens hastighet.

19
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w(z, t)

l

v(z, t)

z

x

gx(z)

Uc(z)

hx(z)

ηx(t)

rx(t)

Figur 4.1: Prinsippskisse for system best̊aende av skip, kabel og ROV.

• v(z, t) er kabelens sideveis forskyvning.

• l er dybden det opereres p̊a.

• ηx(t) er ROVens sideveis forskyvning (posisjon).

4.1.1 ROVens bevegelsesligning

Ved dybden z = l kan ROVens sideveis bevegelse beskrives ved

mtη̈x(t) + d1η̇x(t) + d2[η̇x(t)− Ucl ]|η̇x(t)− Ucl| = utx + fcx(z, t) (4.1)

der mt er masse og tilleggsmasse for ROV, d1 er den lineære dempningskoeffisi-
enten, d2 er drag koeffisienten, Ucl = Uc(z = l) er hastigheten til havstrømmen
ved dybde l, utx er ROVens skyvkraft i sideveis retning og fcx(z, t) er sideveis
kraft som virker fra kabelen p̊a ROVen. Fossen (1994) gir en mere utfyllende
forklaring p̊a disse parametrene og hvordan man kommer fram til denne (hastig-
hets)ligningen.
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4.1.2 Kabelens bevegelsesligning

Den horisontale bevegelsen til kabelen kan beskrives ved

EI
∂4v(z, t)

∂z4
− T ∂

2v(z, t)

∂z2
+ cv̇(z, t) +mcv̈(z, t) = fxs(z, t) (4.2)

der EI er kabelens stivhet (antas konstant), T er aksialstrekk i kabelen (middel-
verdi), c er strukturell dempning, mc er kabelens totalmasse per lengdeenhet og
fxs(z, t) er hydrodynamisk belastning.

De naturlige svingemodiene finnes ved å sette den hydrodynamiske belastningen
til null, for deretter å løse den partielle differensialligningen. En løsning for svin-
gemodi i kan finnes ved separasjon av variable, ved at man antar en løsning p̊a
formen

v∗i (z, t) = pi(z)qi(t) (4.3)

Ved innsetting gir dette

EI
p
′′′′
i (z)

pi(z)
− T p

′′
i (z)

pi(z)
= −mc

q̈i(t)

qi(t)
− c q̇i(t)

qi(t)
= ki (4.4)

der ki er en konstant1. Resultatet blir to nye differensialligninger:

mcq̈i(t) + cq̇i + kiqi = 0 (4.5)

EIp
′′′′
i (z)− Tp′′i (z)− kipi(z) = 0 (4.6)

Løsningen til ligning (4.5) er en oscillator med resonansfrekvens ωi og relativ
dempning ζi gitt ved

ω2
i =

ki
mc

, ζi =
c

2
√
kimc

(4.7)

Løsningen til ligning (4.6) vil generelt være:

pi(z) = Ai1 sinhni1z + Ai2 coshni1z + Ai3 sinni2z + Ai4 cosni2z (4.8)

der

ni1 =
1

2

√
1

EI
(2T + 2

√
T 2 + 4kiEI) (4.9)

ni2 =
1

2

√
1

EI
(−2T + 2

√
T 2 + 4kiEI) (4.10)

1Uttrykkene p̊a begge sider av det første likhetstegnet i ligning (4.4) må være konstante for
at likheten skal kunne oppn̊as. Endres tiden t vil ikke uttrykket som avhenger av forskyvningen
z endre seg, slik at likhet kan bare oppn̊as ved at uttrykkene er konstante (Kreyszig, 1988).
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Verdien p̊a de ukjente parametrene i denne generelle løsningen finnes ved å studere
grensebetingelsene for kabelens bevegelse.

I Schjølberg (1996) antas det at koblingene mellom skip/ROV og kabel best̊ar av
kuleledd. Dette gir grensebetingelser som leder til følgende krav for pi(z):

pi(0) = p
′′
i (0)= 0 (4.11)

pi(l) = p
′′
i (l) = 0 (4.12)

Ligning (4.11) gjør at vi må velge Ai2 = Ai4 = 0, mens ligning (4.12) gir oss

Ai1 sinhni1l + Ai3 sinni2l = 0 (4.13)

Ai1n
2
i1

sinhni1l − Ai3n2
i2

sinni2l = 0 (4.14)

Dersom vi n̊a setter
Ai1 sinhni1l = −Ai3 sinni2l (4.15)

inn i ligning (4.14) f̊ar vi sinni2l = 0, og dermed

Ai1 = 0 (4.16)

ni2l = iπ (4.17)

ki = (
iπ

l
)2(EI(

iπ

l
)2 + T ) (4.18)

(Ai1 settes lik null for å unng̊a den trivielle løsningen ni1 = 0.) Resultatet av
denne utregningen er

pi(z) = Ai3 sinni2z (4.19)

slik at det gjenst̊ar å finne verdien av parameteren Ai3 .

Den totale bevegelsen av kabelen finnes ved å legge sammen alle vibrasjonsmo-
diene, samt ved å legge til bevegelsen av kabelendene. I endene virker bevegelsen
til overflateskipet og ROVen. Disse er gitt ved rx(t)gx(z) og ηx(t)hx(z), slik at
kabelens totalrespons blir

v(z, t) = gx(z)rx(t) + hx(z)ηx(t) +
∞∑

i=1

pi(z)qi(t) (4.20)

4.1.3 Bevegelsesligning i normale koordinater

Resterende ukjente i bevegelsesligningene for kabelen finnes ved å anvende krav
til ortogonale funksjoner pi(z)

∫ l

0

pi(z)pj(z) dz = 0 , i 6= j (4.21)
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og bruk av normalisering ∫ l

0

p2
i (z) dz = ai (4.22)

Det er ofte vanlig å velge ai = 1, men med normaliseringen

∫ l

0

mcp
2
i (z) dz = mctot (4.23)

der mctot er kabelens totale masse, blir det naturlig å velge

ai =
mctot

mc

=
mcl

mc

= l (4.24)

Denne formen for normalisering finner vi i Egeland (1991). Årsaken til at nettopp
denne normaliseringen velges vil vi komme tilbake til i underkapittel 4.1.5.

Dersom vi setter inn for pi(z) i ligning (4.22) f̊ar vi n̊a

A2
i3

∫ l

0

sin2 ni2z dz = ai (4.25)

⇓
A2
i3

l

2
= ai (4.26)

⇓
Ai3 =

√
2 (4.27)

Ved å anvende prinsippene for ortogonalitet og normalisering kan vi n̊a ogs̊a finne
innvirkningen av hydrodynamiske krefter, skips- og ROV-bevegelse p̊a kabelen.
Settes totalligningen (4.20) inn i bevegelsesligningen (4.2) f̊ar vi en ny ligning som
kan multipliseres med pj(z), for deretter å integreres over lengden av kabelen.
Resultatet, etter bruk av ortogonalitets- og normaliseringsprinsippet, er en ny
bevegelsesligning p̊a formen

mcq̈i(t) + cq̇i(t) + kiqi(t) = Gi (4.28)

der i = 1, 2, 3, . . . ,∞ og

Gi =
1

ai

∫ l

0

pi(z)[fxs(z, t)− cgx(z)ṙx(t)− chx(z)η̇x(t)

−mcgx(z)r̈x(t)−mchx(z)η̈x(t)] dz (4.29)

Gi er n̊a et uttrykk for de kreftene som virker p̊a kabelen, men motsatt virker
det ogs̊a krefter p̊a overflateskip og ROV. Overflateskipet antas å ha stor masse
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i forhold til kabelen, slik at bevegelsen ikke blir p̊avirket av kabelen. ROVen vil
derimot blir p̊avirket av kraften

fcx(z, t) = −γimcq̈i(t) (4.30)

der

γi =
1

ai

∫ l

0

pi(z)hx(z) dz (4.31)

=
1

ai

Ai3
l

∫ l

0

z sinni2z dz (4.32)

= −
√

2

lni2
cosni2l (4.33)

Anvender vi ni2l = iπ fra ligning (4.17) f̊ar vi

γi = (−1)i+1

√
2

iπ
(4.34)

4.1.4 Totalsystem

For svingemodi i kan vi n̊a sette opp totalsystemet p̊a matriseform, ved å ta ut-
gangspunkt i ligningene (4.1) og (4.28). Vi definerer en tilstandsvektor x̃ = [ηx, qi]

T ,
og f̊ar etter litt ombytting av rekkefølgen p̊a ligningenes forskjellige ledd

M t
¨̃x+Dt( ˙̃x) +Ktx̃ = u+ f (4.35)

der

M t =

(
mt γimc

γimc mc

)
, Kt =

(
0 0
0 ki

)
(4.36)

og

Dt =

(
d1η̇x + d2(η̇x − Ucl)|η̇x − Ucl|

γicη̇x + cq̇i

)
(4.37)

I denne modellen har vi u = [utx , 0]T som p̊adragsvektor og f = [0, fi]
T inneholder

kreftene som oppst̊ar fra bølger, havstrøm og overflateskipets bevegelse. fi er er
gitt ved

fi =
1

ai

∫ l

0

pi(z)[fxs(z, t)− cgx(z)ṙx −mcgx(z)r̈x] dz (4.38)

Vi ser at denne modellen er ulineær, men den kan lineariseres omkring likevekts-
punktet η̇x = 0, slik at vi f̊ar følgende lineære modell:

M t
¨̃x+Dl

˙̃x+Ktx̃ = u+ f (4.39)
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Den lineariserte utgaven av Dt-matrisen blir

Dl =

(
d1 + 2d2Ucl 0

γic c

)
(4.40)

I b̊ade den ulineære og lineariserte utgaven av totalsystemet inng̊ar den hydro-
dynamiske belastningen fxs(z, t) og overflateskipets bevegelse rx. Disse kan ut-
trykkes ved

rx(t) = A1 sin(ωnt+ ψ1) (4.41)

fxs(z, t) = c1ω̇(z, t) + c2(ω(z, t)− Uc(z))|ω(z, t)− Uc(z)| (4.42)

der

• A1 er amplituden av overflateskipets bevegelse.

• ψ1 er faseforskyvningen.

• ωn er den dominerende bølgefrekvensen.

• c1 = π
4
ρCmD

2
0, hvor ρ er tettheten av vannet, D0 er kabelens diameter og

Cm er drag koeffisient.

• c2 = 1
2
ρCdD0, hvor Cd ogs̊a er en drag koeffisient.

Her er det antatt at skipet ligger posisjonert ved hjelp av et dynamisk posisjone-
rings (DP) system. Bølgehastigheten ω(z, t) kan beskrives ved

ω(z, t) = ωnξae
−bz sin(ωnt) (4.43)

der ξa er bølgeamplituden og b = 2π
λ

, hvor λ er bølgelengden.

4.1.5 Kommentar til normalisering

Fra den lineariserte modellen, gitt av ligning (4.39), ser vi at vi kan sammenlig-
ne med uttrykket for et svingesystem best̊aende av en fjær og demper, vist p̊a
Figur 4.2. Systemet kan beskrives ved

mẍ(t) + dẋ(t) + kx(t) = 0 (4.44)

der m er massen, d er dempningskonstanten og k er fjærkonstanten.

Det naturlige vil være at disse fysiske størrelsene er større eller lik null. Massen
vil i alle tilfeller måtte være positiv, og analogt med dette kan vi kreve at v̊ar
“massematrise” M t skal være positiv definit:

M t > 0 (4.45)
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d

m

k

Figur 4.2: Svingesystem best̊aende av masse, fjær og demper.

Fra Strang (1988) har vi da at egenverdiene til M t må være positive.

Med utgangspunkt i uttrykket for M t fra ligning (4.36) f̊ar vi følgende egenver-
dier:

λ =
mc +mt

2
± 1

2

√
(mc −mt)2 + 4(γimc)2 (4.46)

Fra denne utregningen ser vi at den ene egenverdien alltid vil være positiv. For
at den andre verdien ogs̊a skal være positiv må vi derimot ha oppfylt ulikheten

(mc +mt)
2 > (mc −mt)

2 + 4(γimc)
2 (4.47)

m
mt

mc

> γ2
i (4.48)

(4.49)

Utregning av γi fra ligning (4.31), uten innsettelse av ai = l, gir

γi = (−1)i+1

√
2l

ai

1

iπ
(4.50)

slik at kravet til positiv egenverdi blir

ai >
mc

mt

2l(
1

iπ
)2 (4.51)

Den største verdien av ai som er nødvendig for positiv egenverdi finnes ved å se
p̊a svingemodi i = 1. Ved innsettelse av følgende verdier: mt = 80, mc = 15,
l = 600 og i = 1, f̊ar vi

ai > 22.8 (4.52)

Åpenbart vil ikke ai = 1 være noe godt valg, da det gir en negativ egenverdi for
M t. En slik verdi vil bare kunne fungere ved kabellengder l < 26.3. Derimot vil
ai = l = 600 være et bedre valg, og vi oppn̊ar en positiv definit M t.
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4.2 Tilstandsrommodell for sideveis bevegelse

Med utgangspunkt i den lineære modellen som ble utviklet for totalsystemet, kan
vi n̊a omgjøre modellen til en tilstandsrommodell p̊a den formen vi er vant til.

Første steg er å definere en ny tilstandsvektor x = [x̃, ˙̃x]T . Med utgangspunkt i
det systemet som ble introdusert i underkapittel 2.1 vil det ogs̊a være naturlig
å definere w = [fi, ηxd , wm]T for de eksterne inngangene. I denne vektoren er to
nye parametre definert: ηxd er posisjonsreferansen for ROVen og wm er målestøy.

Tilstandsrommodellen kan n̊a settes opp som:

ẋ = Ax+B1w +Butx (4.53)

z1 = C1x+D11w +E1utx (4.54)

y = Cx+ F 1w (4.55)

der

A =

(
02×2 I2×2

−M−1
t Kt −M−1

t Dl

)
B1 =




02×1 02×2

M−1
t

(
0
1

)
02×2


 (4.56)

B =




02×1

M−1
t

(
1
0

)

 C1 =




vektηx 0 0 0
0 0 vektη̇x 0
0 0 0 0


 (4.57)

D11 =




0 −vektηxd 0

0 0 0
0 0 0


 E1 =




0
0

vektutx


 (4.58)

C =
(

1 0 0 0
)

F 1 =
(

0 −1 1
)

(4.59)

4.3 Numeriske verdier for systemet

Ved undersøkelse av v̊art system anvendes de samme numeriske dataene som er
angitt i Schjølberg (1996). En oversikt over disse verdiene er gitt i Tabell 4.1-4.3.

I tillegg anvendes en forenklet utgave av forstyrrelsesfunksjonen fi, gitt ved

fi = C1(sin(ωnt) + cos(ωnt)) (4.60)

Denne forstyrrelsesfunksjonen er vist p̊a Figur 4.3.

Parameteren d2 er ikke oppgitt sammen med de andre verdiene, men med utgangs-
punkt i at dette er en drag koeffisient kan vi anvende det generelle uttrykket

d2 =
1

2
ρCdA (4.61)
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Betegnelse Forkortelse Verdi

Strukturell dempning c 5 Ns/m2

Drag koeffisient Cm 1
Drag koeffisient Cd 1.6
Ytre diameter D0 0.1 m
Stivhet EI 4 109 Nm2

Total masse mc 15 kg/m
Midlere aksialstrekk T 1.11 106 N

Tabell 4.1: Numeriske data for kabel/stigerør.

Betegnelse Forkortelse Verdi

Areal av tverrsnitt A 1 m2

Friksjonskoeffisient d1 100
Masse og tilleggsmasse mt 80 kg

Tabell 4.2: Numeriske data for ROV.

Betegnelse Forkortelse Verdi

Vannets tetthet ρ 1025 kg/m3

Bølgeamplitude ξa 1 m
Dominerende bølgefrekvens ωn 0.5 Hz
Forstyrrelsens amplitude C1 40
Dybde l 600 m
Strøm Ucl 1 m/s

Tabell 4.3: Numeriske data for hav og bølger.
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Figur 4.3: Forstyrrelsesfunksjon fi.

Her er A arealet av ROVens tverrsnitt, slik at vi f̊ar d2 = 820.

Referansen vi ønsker ROVen skal følge kan vi uttrykke ved

η̈xd + 2λη̇xd + λ2ηxd = λ2h0 (4.62)

der vi velger λ = 1 og h0 = 1. Dette genererer en jevn kurve, som vist p̊a Figur 4.4.
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Figur 4.4: Generert trajektor for posisjonsreferansen.



Kapittel 5

Passivitets-basert regulatordesig
og simuleringsresultater

I dette kapittelet vil jeg g̊a nærmere inn p̊a systemet fra forrige kapittel, og imple-
mentere en regulatorstruktur for forflytting av ROVen. Utgangspunkt for dette
er teorien omkring passive regulatorer jeg har beskrevet tidligere, med hovedvekt
p̊a bruken av LMIer.

I Vedlegg D finnes det utskrift av programkode jeg har brukt for generering
av regulator og til å kjøre simuleringer. Dette er programkode som er brukt
sammen med Matlab og LMI-optimaliseringsprogrammet sdpsol 1. En beskrivelse
av hvordan sdpsol skal brukes er gitt av Shao-Po Wu & Stephen Boyd (1996).

5.1 Egenskaper ved systemet

Grunnleggende kjennskap til systemet vi ønsker å regulere vil kunne gi informa-
sjon om hvordan regulatorstrukturen bør implementeres. I Vedlegg D ligger det
utskrift av kab_rov.m, som jeg har brukt i Matlab for å finne en tilstandsrom-
modell for svingemodi i. Denne modellen har jeg deretter brukt for å studere
forskjellige egenskaper.

V̊ar lineariserte modell gav opphav til tilstandsrommodellen

ẋ = Ax+B1w +Butx (5.1)

y = Cx+ F 1w (5.2)

der uttrykkene for matrisene er gitt i ligning (4.56)-(4.59). Av denne modellen
ser vi at systemet er et s̊akalt Single Input Single Output (SISO) system, siden
vi bare har ett p̊adrag, gitt ved utx , og en måling, gitt ved η̃x = ηx − ηxd . For

1Programmet kan hentes med FTP fra adressen: ftp://isl.stanford.edu/pub/boyd/sdpsol/

30
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svingemodi i = 1 f̊ar vi ved å anvende funksjonen bode i Matlab plottene vist
i Figur 5.1. Dette er transferfunksjonene fra p̊adraget til henholdsvis posisjonen
og hastigheten.
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Figur 5.1: Plott av transferfunksjonene fra p̊adraget utx til henholdsvis posisjonen
ηx og hastigheten η̇x.

Fra passivitetsteorien (Vedlegg A) vet vi at ved SISO systemer vil systemet være
passivt dersom fasen ligger mellom 90◦ og −90◦. I v̊art tilfelle ser vi at systemet
fra p̊adraget til hastigheten oppfyller dette kriteriet, mens vi ikke har passivitet
fra p̊adraget til posisjonen.

Som forventet vil ogs̊a systemet være stabilt, noe vi kan sjekke ved å se p̊a
egenverdiene til systemmatrisen A. Ved bruk av eig i Matlab finner vi disse til å
være: 0, −0.1686±1.4836i og −22.6051. Dette er ogs̊a for første svingemodi, men
av uttrykkene for M t, Dl og Kt ser vi at dette vil være den kritiske modien.
Med utgangspunkt i kommentaren som ble gitt i underkapittel 4.1.5 vil vi ha
positiv definitt M t dersom egenverdiene for i = 1 er positive. Tilsvarende vil
egenverdiene til Kt være avhengig av størrelsen p̊a ki, mens egenverdiene til Dl

er positive og uavhengige av svingemodien. ki vil alltid være positiv, slik at kravet
til positiv definitt M t vil være bestemmende i systemet.

En annen viktig egenskap ved systemet er observerbarhet og styrbarhet. Dette
kan sjekkes i Matlab ved bruk av funksjonene obsv og ctrb, som konstruerer
henholdsvis observerbarhets- og styrbarhetsmatrisen. Deretter kan disse matrise-
nes rang sjekkes ved bruk av rank. Fra Fossen (1994) har vi da at full rang sikrer
observerbarhet og styrbarhet. Resultatet av dette blir:

• Systemet med posisjonsmåling er styrbart og observerbart.

• Systemet med hastighetsmåling er styrbart, men ikke observerbart.
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Kravene til detekterbarhet og stabiliserbarhet er ikke s̊a strenge som observerbar-
het og styrbarhet, slik at vi med hastighetsmåling fortsatt kan ha et detekterbart
system, selv om det ikke er observerbart.

5.2 Regulatorstruktur

Ved måling av ROVens posisjon har vi ikke et passivt system fra p̊adraget til
målingen, men dersom vi anvender muligheten til bruk av en virtuell måling kan
vi oppn̊a passivitet fra p̊adraget til denne målingen. Den virtuelle målingen blir
da av hastigheten, siden dette gir passivitet, og ved krav til passivt system i
tilbakekoblingen vil vi oppn̊a et mere robust system. Krav til passivitet i tilbake-
koblingen kan uttrykkes ved krav til utvidet strengt positivt reelt (ESPR) system
(Vedlegg A), slik at en passende regulatorstruktur i v̊art tilfelle vil være metoden
som ble beskrevet under underkapittel 3.5. Kanalen med den virtuelle målingen
blir da

z2 =
(

0 0 1 0
)
x = C2x (5.3)

og til å spesifisere krav til et eksponensielt stabilt, robust system ved bruk av
H∞-regulering har vi fra før kanalen

z1 = C1x+D11w +E1utx (5.4)

Vektleggingen av de forskjellige tilstandene i matriseneC1 ogD11 har jeg bestemt
med utgangspunkt i at et avvik i posisjon eller hastighet p̊a 0.1 m skal vektlegges
med 1. Tilsvarende er vekten av p̊adraget bestemt med utgangspunkt i at et
p̊adrag p̊a 1000 N skal vektlegges med 1. Tabell 5.1 gir da en oversikt over de
forskjellige parametrene i matrisene C1, D11 og E1.

Betegnelse Forkortelse Verdi

Vektlegging av posisjon vektηx 10
Vektlegging av posisjonsreferanse vektηxd 10

Vektlegging av hastighet vektη̇x 10
Vektlegging av p̊adrag vektutx 10−3

Tabell 5.1: Verdier som angir hvor mye de enkelte tilstandene og p̊adraget skal
vektlegges i H∞-normen.

Koden som brukes i Matlab og sdpsol ligger under Vedlegg D. For å anvende
programmet sdpsol til LMI-optimalisering inne i Matlab følger det med et lite
Matlab-script kalt sdpsol.m. Dette kalles fra Matlab, og filnavnet som ligger i
variablen SDPSOL_FILENAME anvendes som kildekode av programmet. Figur 5.2
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viser en skisse av filstrukturen som tilsammen anvendes for å generere en regu-
lator i Matlab, med kall til sdpsol. Filene som ikke har noen endelse er filer som
anvendes av sdpsol. I tillegg til kildekoden kan sdpsol ogs̊a anvende variablene
som er generert i Matlabs arbeidsomr̊ade.

hinf reg

pas reg

pas reg.m

kab rov.m

regu pas.m

Figur 5.2: Filstruktur for generering av regulator.

Filstrukturen kan sammenlignes med to-stegs-metoden som ble beskrevet i un-
derkapittel 3.5. hinf_ref anvendes i første steg for å generere en H∞-regulator.
Deretter transformeres tilstandsvektoren, ved å bruke resultatet av dette første
steget, før pas_reg anvendes. Dette blir det andre steget i metoden, hvor en
H∞-regulator, med krav til ESPR transferfunksjonsmatrise T −uz2 , genereres.

Kildekoden som er vedlagt viser at gammaverdien som H∞-normen skal holdes
lavere enn, holdes konstant ved løsingen av LMI-uttrykkene. Det kan imidlertid
“sjongleres” med dette, slik at man f.eks. forsøker å minimalisere gammaverdien
i ett av de to stegene, eller begge om man ønsker det. Optimalisering av gamma-
verdien er kommentert bort i koden som er vedlagt.

Et annet moment ved det andre steget i løsningsprosedyren er bruken av en slack-
verdi. Dette gjør at kravet gitt i ligning (3.46) ikke nødvendigvis vil være oppfylt.
Det ønskelige er at denne variabelen ikke behøves, men ved kjøring av sdpsol vil
man ikke oppn̊a en løsning dersom den fjernes. For å unng̊a advarsler i sdpsol
settes ogs̊a variablen BIGM (Shao-Po Wu & Stephen Boyd, 1996) til en høy verdi,
noe vi kan se i filen pas_reg.m.

5.3 Simuleringsresultater

Denne delen presenterer todelte resultater. Det første underkapittelet viser resul-
tater funnet ved bruk av faste gammaverdier og en fast, høy verdi for variabelen
BIGM i sdpsol. Det neste underkapittelet viser endringer ved bruk av BIGM slik den
er i utgangspunktet. Dvs. at BIGM = 1e10 er kommentert bort i filen pas_reg.m.
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Etter regulatorsyntesen sjekkes resultatene ved plott av transferfunksjoner og
simuleringer i Simulink. Blokkskjemaene som er brukt i Simulink ligger under
Vedlegg C. Det ene viser det lineariserte systemet (Figur C.1), mens det andre
skjemaet viser det virkelige, ulineære systemet (Figur C.2).

Figur 5.3 viser hva som ligger bak transferfunksjonen H0. Vi legger merke til at
ved å anvende den negative utgaven av regulatoren f̊ar vi det positive p̊adraget
som resultat, siden inngangen er det negative avviket.

ηxd ηxd − ηx = −η̃x −K
utx ηx

T yu

Figur 5.3: Blokkskjema for den serielle koblingen mellom −K og T yu, som danner
sløyfetransferfunksjonen H0.

5.3.1 Fast γ og egendefinert BIGM

Med fast gammaverdi kan vi se p̊a tre forskjellig resultater:

γ = 15.90 Ved bruk av fast gammaverdi p̊a 15.9 ble slack-verdien 453.508. De
resulterende transferfunksjonene er vist p̊a Figur 5.4.

γ = 15.95 Ved bruk av fast gammaverdi p̊a 15.95 ble slack-verdien 453.231. De
resulterende transferfunksjonene er vist p̊a Figur 5.5.

γ = 16.00 Ved bruk av fast gammaverdi p̊a 16 ble slack-verdien 452.989. De
resulterende transferfunksjonene er vist p̊a Figur 5.6.

I alle de tre tilfellene ble transferfunksjonen T −uz2 fra z2 til −u seende tilnærmet
ut som i Figur 5.7. Dette plottet er funnet ved bruk av γ = 15.95, men forskjellene
er små.

Simuleringer i Simulink ved bruk av den lineariserte modellen gir tilnærmet like
tidsforløp i de tre tilfellene. P̊a Figur 5.8 er simuleringsresultatene for γ = 15.95
vist. Referansetrajektoren ηxd og forstyrrelsen fi er som tidligere vist i underka-
pittel 4.3.

Simuleringer ved bruk av den ulineære modellen viser likt tidsforløp for kabeltil-
standen, og at denne er som i det lineariserte tilfellet, mens det er forskjell p̊a
de andre resultatene oppn̊add ved de forskjellige gammaverdiene. Best resultat
gir bruken av γ = 15.95. P̊a Figur 5.9 ser vi hvordan p̊adrag og posisjon blir i
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Figur 5.4: Resulterende transferfunksjoner ved bruk av γ = 15.9.
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Figur 5.5: Resulterende transferfunksjoner ved bruk av γ = 15.95.
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Figur 5.6: Resulterende transferfunksjoner ved bruk av γ = 16.
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Figur 5.7: Transferfunksjonen T −uz2 .
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Figur 5.8: Simuleringsresultater i Simulink ved anvendelse av den lineariserte
modellen.
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med bruk av denne verdien, mens p̊a Figur 5.10 og 5.11 ser vi resultatene for
henholdsvis γ = 15.9 og γ = 16. Merk at tiden det simuleres over er økt kraftig i
de to siste tilfellene.
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Figur 5.9: Simuleringsresultater i Simulink ved anvendelse av den ulineære mo-
dellen og γ = 15.95.

0 50 100 150 200 250

−900

−800

−700

−600

−500

−400

−300

−200

−100

0

Tid [s]

[N
]

Pådrag

0 50 100 150 200 250
0

0.5

1

1.5

2

2.5

Tid [s]

[m
]

Posisjon (heltrukket linje) og referanse

Figur 5.10: Simuleringsresultater i Simulink ved anvendelse av den ulineære mo-
dellen og γ = 15.9.

Gammaverdiene som til n̊a har vært studert er valgt med utgangspunkt i visuell
studie av transferfunksjoner, tidssimuleringer og slack-verdi. Ønsket var å senke
slack-verdien mest mulig, samtidig som transferfunksjonen T −uzw holdes passiv
og tidssimuleringen gav akseptable resultater. At disse resultatene virkelig gir en
H∞-norm som er lavere enn gammaverdien kan sjekkes i Matlab ved bruk av
hinfnorm.

Ved å foreta jevne endringer av gammaverdien kan vi f̊a en oversikt over hva som
skjer med de forskjellige parametrene. Figur 5.12 viser slack-verdien ved økende
gammaverdi fra 11 til 111, med endring i steg p̊a 0.05.
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Figur 5.11: Simuleringsresultater i Simulink ved anvendelse av den ulineære mo-
dellen og γ = 16.
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Vi legger merke til at endringene i slack-verdien er jevne, mens Figur 5.13 viser
hvordan små endringer i gammaverdi gir store utslag i parametrene til Bc. Denne
figuren viser det første elementet iBc, men tilsvarende har vi ogs̊a store endringer
i P̄ som framkommer etter det andre steget i løsningsprosedyren.
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Figur 5.13: Første verdi i Bc ved økende verdier for γ.

5.3.2 Fast γ og uendret BIGM

I forrige underkapittel s̊a vi hvordan resultatene ble med en egendefinert utgave
av sdpsol-variabelen BIGM. Dersom vi lar være å endre denne variabelen gene-
reres en advarsel i sdpsol, som forteller oss at resultatene kan være feilaktige.
Ignorerer vi denne advarselen vil vi derimot se at problemet med store forand-
ringer i løsningens parametre, ved små endringer i gammaverdi, er forsvunnet.
Figur 5.14 viser hvordan små endringer i gammaverdi n̊a ikke f̊ar slike store utslag
i parametrene til Bc som vi hadde i Figur 5.13 i forrige underkapittel.

Simuleringsresultatene i Simulink bedres ogs̊a for den ulineære modellen. Som et
eksempel p̊a dette kan vi velge en av de gammaverdiene fra forrige underkapittel
som ikke gav fast posisjonsavvik, og se hva resultatet blir ved uendret BIGM.
γ = 16 gir en slack-verdi p̊a 546.398, og transferfunksjonene vist p̊a Figur 5.15.
Simulering i Simulink gir tidsresponsen vist i Figur 5.16.

Fortsatt vil tilbakekoblingen være passiv, som vi kan se av Figur 5.17.
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Figur 5.14: Første verdi i Bc ved økende verdier for γ. (Uendret BIGM.)
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Figur 5.15: Resulterende transferfunksjoner ved bruk av γ = 16. (Uendret BIGM.)
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Figur 5.16: Simuleringsresultater i Simulink ved anvendelse av den ulineære mo-
dellen og γ = 16. (Uendret BIGM.)
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Figur 5.17: Transferfunksjonen T −uz2 for γ = 16. (Uendret BIGM.)



Kapittel 6

Diskusjon og konklusjon

Forrige kapittel gav et omfattende materiale av simuleringsresultater som jeg n̊a
ønsker å se litt nærmere p̊a. Ved å forsøke å gi en litt mere generell tolkning av
resultatene vil jeg til slutt gi en form for konklusjon p̊a oppgavens hovedelementer.

6.1 Diskusjon av simuleringsresultater

Som nevnt i teoribakgrunnen omkring bruk av matriseulikheter for spesifisering
av krav til regulatorstruktur (underkapittel 3.3), ender vi opp med tilstrekkelige
krav. Dette gjør at vi vil ha konservatisme i spesifiseringen av regulatoren, og der-
med en mulig løsning uten at kravene strengt tatt er oppfylte. I to-skritts-metoden
som anvendes vil spesielt kravet til ESPR transferfunksjonsmatrise T −uz2 være
streng, da vi egentlig kan greie oss med krav til at den skal være positiv reell
(passiv). Bruken av en slack-variabel gjør at kravet til ESPR transferfunksjon
blir brutt, men vi kan fortsatt ha oppfylt krav til ren passivitet. Dette kan vi se
stemmer fra Figur 5.7 og Figur 5.17, der fasen holder seg i omr̊adet [90◦,−90◦].

6.1.1 Fast γ og egendefinert BIGM

Resultatene er gode ved bruk av den lineariserte modellen for simulering i Si-
mulink. Vi ser at posisjonsavviket holdes lavt og at kabelens svingninger holdes
dempet omkring null. Vi f̊ar derimot varierende resultater ved bruk av den uli-
neære modellen, selv om kabelsvingningene blir de samme. Forskjellen mellom
disse to modellene ligger i det ulineære leddet d2(η̇x − Ucl)|η̇x − Ucl |, som linea-
riseres omkring η̇x = 0. Ved lave frekvenser (η̇x → 0) vil den ulineære modellen
gi et tilleggsledd p̊a −d2U

2
cl

. Denne konstante forstyrrelsen vil ikke regulatoren
kompensere for, siden v̊ar regulator ikke inneholder integralvirkning, og vi f̊ar et
konstant avvik. Dette kan vi se i Figur 5.9.

44
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I tilfellet med bruk av γ = 16 ser vi at regulatoren ikke fungerer ved overgangen
fra den lineariserte modellen til den ulineære. Grunnen til dette kan vi se av re-
gulatorens amplitude p̊a Figur 5.6, som viser at forsterkningen er lavere enn 0 dB
ved lave frekvenser. Regulatoren vil med andre ord ikke fungere idet hastigheten
g̊ar mot null, slik vi ser av simuleringen i Simulink p̊a Figur 5.11. Tilsvarende ser
vi at γ = 15.9 ogs̊a gir d̊arlig regulering ved lave frekvenser.

Ved egendefinert BIGM ble verdien satt til 1010. Dette gjorde at små endringer
i gammaverdien fikk store utslag i parameteren P̄ og dermed ogs̊a Bc som vist
p̊a Figur 5.13. Dette vil p̊avirke regulatorens parametre, og kan være med p̊a
å forklare hvorfor vi f̊ar slike forskjeller i simuleringsresultatene med endring av
gammaverdien fra 15.9 til 15.95, og til slutt til 16.

Plottet av slack-variabelen viser at omr̊adet vi arbeider i er egnet. Figur 5.12
viser at omr̊adet med laveste slack-verdier ligger ved gammaverdi lavere enn 20.

Alle simuleringene ble utført for svingemodi i = 1, men dette vil være den do-
minerende svinemodien i systemet. Resultatene er ogs̊a uten målestøy, men man
kan merke seg at regulatoren er konstruert for et system med slik støy.

6.1.2 Fast γ og uendret BIGM

Fra brukerveiledningen til sdpsol (Shao-Po Wu & Stephen Boyd, 1996) finner vi
at BIGM i utgangspunktet er satt til å være 103κ, der κ ≈ maxi∈[1,...,m] ‖F i‖. Her
er F i hentet fra uttrykktet gitt i ligning (B.1), slik at BIGM avhenger av størrelsen
p̊a matrisene som anvendes i LMIene. Dermed kan BIGM variere i motsetning til
min egendefinerte verdi som var konstant. Uten endring vil sdpsol generere en
advarsel om at resultatet som oppn̊as kan være feilaktig, men som vi har sett av
resultatene f̊ar vi i dette tilfellet små endringer i parametrene med små endringer
i gammaverdi. Bc endres jevnt, som vist p̊a Figur 5.14, og ikke i store sprang som
tidligere. Av resultatene ser vi hvordan dette gjør at tidligere d̊arlige resultater
med bruk av γ = 16 n̊a forbedres kraftig, med bedre regulatorforsterkning ved
lave frekvenser (Figur 5.15) og akseptable simuleringsresultater i Simulink ved
bruk av den ulineære modellen (Figur 5.16).

6.2 Konklusjon og forslag til videre arbeid

Denne oppgaven har presentert endel eksisterende metoder for syntese av passivitets-
baserte regulatorer, og deretter tatt utgangspunkt i en av disse til bruk p̊a et
mekanisk oscillatorisk system best̊aende av skip, stigerør og undervannsfarkost.

Metoden anvender numerisk optimaliseringsprogram (sdpsol) for å finne en løsning
som oppfyller tilstrekkelige betingelser, uttrykt ved lineære matriseulikheter. Vi
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har sett hvordan en løsning kan eksistere selv om disse tilstrekkelige betingelsene
strengt tatt ikke er oppfylt, ved at vi har tatt i bruk en slack-variabel for å gjøre
kravet til utvidet streng positiv reell tilbakekobling fra virtuell måling til p̊adrag
litt mindre strengt. Resultatet er positiv reell tilbakekobling slik vi ønsker.

Regulatorsyntesen som ble anvendt viste seg å være et godt alternativ for v̊art
oscillatoriske system. Spesielt siden vi måler undervannsfarkostens posisjon, mens
vi har passiviet i systemet fra p̊adrag til hastigheten. Syntesemetoden brukt gir
oss mulighet til å anvende informasjonen i dette passive systemet ved å konstruere
en virtuell måling av hastigheten.

Resultatene fra simulering i Matlab viste hvor stor betydning små justeringer i
den numeriske optimaliseringen kan ha å si for resultatet. Et videre arbeid bør
inkludere mere innsikt i hvordan den numeriske optimaliseringen fungerer, da
dette til syvende og sist er det kritiske punktet i regulatorsyntesen.

Andre momenter som bør vurderes ved et videre arbeid er:

• Optimalisering av gamma, ved gi en mulighet for at gamma kan endre seg
i den numeriske optimaliseringen.

• Finne en årsak til at man behøver en slack-variabel for å kunne gjennomføre
den numeriske optimaliseringen.

• Andre muligheter for å gjøre matriseulikhetene i to-skritts-metoden løsbare
ved overgangen fra første til andre steg. Med andre ord forsøke noe annet
enn transformeringen av tilstandsvektoren. En mulighet vil kanskje være
å anvende Q fra første steg som en konstant i andre steg, uten å utføre
transformasjonen. Bruk av en slik konstant matrise ville forenklet leddene
i matriseulikhetene.

• Ved å anvende en “ytre” iterasjonssløyfe kan man studere andre krav enn
ved bruk av matriseulikhetene. Dersom f.eks. regulatorstrukturen som oppn̊as
sjekkes etter den numeriske optimaliseringen, kan man studere forsterknin-
gen ved lave frekvenser for deretter å gjenta optimaliseringen med bruk av
en annen gammaverdi.
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Vedlegg A

Passivitet

I boken Egeland (1993) gis en introduksjon til bruk av energibetraktninger for
å studere et systems stabilitetsegenskaper. Dette gjør at begrepet passivitet blir
introdusert, med en innføring i hvordan man kan studere systemers passivitets-
egenskaper. Essensen i dette blir ogs̊a presentert i boken Fossen (1994).

Dersom vi ser p̊a et system med p̊adrag u og måling y, og antar en totalener-
gi V (t) større eller lik null, vil systemet være passivt hvis energien V (T ) ved
tidspunkt T ≥ 0 oppfyller

V (T ) ≤ V (0) +

∫ T

0

yT (τ)u(τ) dτ (A.1)

Her er V (0) initialverdien i systemet, mens integralet uttrykker tilført energi
utenfra. Ved å anvende slike energibetraktninger kan man p̊avise stabiliet for
passive systemer.

A.1 Definisjoner og nyttige resultater

De grunnleggende definisjonene av passivitet og streng passivitet er:

Definisjon A.1 (Passivitet) Et system med p̊adrag u og m̊aling y er passivt
hvis det eksisterer en konstant β, slik at

∫ T

0

yT (τ)u(τ) dτ ≥ β ,∀T ≥ 0 og ∀u (A.2)

Definisjon A.2 (Streng Passivitet) Et system med p̊adrag u og m̊aling y er
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strengt passivt hvis det eksisterer en konstant β og en konstant δ > 0, slik at
∫ T

0

yT (τ)u(τ) dτ ≥ β + δ

∫ T

0

uT (τ)u(τ) dτ ,∀T ≥ 0 og ∀u (A.3)

Ved passive systemer vil vi kunne finne følgende sammenheng:

• Parallellkobling av passive systemer er passiv.

• Et sammensatt system best̊aende av et passivt system med et passivt sy-
stem i tilbakekoblingen er passivt.

Fra passivitetsteorien har vi at et passivt system, med et strengt passivt system
i tilbakekoblingen, er asymptotisk stabilt. Dette er skissert p̊a Figur A.1.

passiv

strengt passiv

Figur A.1: Asymptotisk stabilt totalsystem.

Ofte er det slik at passivitet er en strukturell egenskap ved systemet, og ikke
er avhengig av prosessmodellens parametre. Dette gjør at selv om det er stor
usikkerhet eller store variasjoner i parametrene vil man kunne studere passivi-
tetsegenskapene, og dermed kunne p̊avise stabilitet.

Et nyttig resultat ved SISO1 systemer er følgende teorem:

Teorem A.1 Gitt et LTI system med rasjonal transferfunksjon h(s) definert ved
y(s) = h(s)u(s). Anta at alle polene til h(s) ligger i det åpne venstre halvplan,
da gjelder:

• Systemet er passivt ⇔ | 6 h(jω)| ≤ 90◦ for alle ω

• Systemet er strengt passivt ⇒ | 6 h(jω)| < 90◦ for alle ω

A.2 Positiv reelle systemer

Det er en nær sammenheng mellom passivitet og begrepet positiv reell (PR). For
MIMO2 systemer med transferfunksjonsmatrisen H(s) har vi (Khalil, 1992):

1Single Input Single Output
2Multiple Input Multiple Output
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Definisjon A.3 (Positiv Reell) H(s) kalles positiv reell dersom:

• H(s) har elementer som er anlaytisk i Re(s) > 0

• H∗(s) = H(s∗), for Re(s) > 0

• HT (s∗) +H(s) ≥ 0, for Re(s) > 0

Her st̊ar ∗ for kompleks konjugert.

Et annet viktig begrep er streng positiv reell (SPR), som defineres p̊a følgende
måte:

Definisjon A.4 (Streng Positiv Reell) H(s) kalles streng positiv reell der-
som H(s− ε) er positiv reell for ε > 0.

Begrepet utvidet streng positiv reell (ESPR3) defineres slik:

Definisjon A.5 (Utvidet Streng Positiv Reell) H(s) kalles utvidet streng
positiv reell dersom den er analytisk i Re(s) > 0 og

H(jω) +HT (−jω) > 0 ,∀ω ≥ 0 (A.4)

Sammenhengen mellom passive systemer og positiv reelle systemer kan oppsum-
meres slik:

• Et positivt reelt eller strengt positivt reelt kausalt system vil være passivt.

• Et utvidet strengt positivt reelt system vil være strengt passivt.

For å finne ut om et system er positivt reelt eller strengt positivt reelt vil følgende
lemma være nyttig:

Lemma A.1 (Kalman-Yakubovich Lemma) Gitt et kontrollerbart lineært
tidsinvariant system:

ẋ = Ax+Bu (A.5)

y = Cx (A.6)

med transferfunksjonsmatrise

H(s) = C(sI −A)−1B. (A.7)

3Extended Strictly Positive Real
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Systemet vil være strengt positivt reelt hvis, og bare hvis, det eksisterer to positiv
definite matriser P = P T > 0 og Q = QT > 0, slik at

ATP + PA = −Q (A.8)

BTP = C (A.9)

Dersom Q i stedet tilfredsstiller betingelsen Q = QT ≥ 0, sies systemet å være
positivt reelt.



Vedlegg B

Lineære matriseulikheter

Boken Stephen Boyd et al. (1994) gir en generell innføring i emnet lineær ma-
triseulikhet (LMI1). Her pekes det p̊a hvordan mange av problemene innenfor
reguleringsteorien kan reduseres til noen f̊a standard konvekse eller kvasikon-
vekse optimaliseringsproblemer, som innebærer bruk av LMIer. Slike problemer
kan i dag løses effektivt ved hjelp av numeriske metoder. LMI er nært knyttet til
Lyapunov-teori, som kan sees p̊a som en forgjenger og et spesialtilfelle av moderne
LMI-teori.

En lineær matriseulikhet kan skrives p̊a formen

F (x) := F 0 +
m∑

i=1

xiF i > 0, (B.1)

hvor

• x = (x1, . . . , xm) er en vektor med ukjente skalare (variable).

• F i er gitte symmetriske matriser.

• Ulikheten angir at F (x) skal være positiv definit.

Ved diagonale F i f̊ar vi fra dette et sett med lineære ulikheter.

Dersom det eksisterer flere LMIer, F (1)(x) > 0, . . . ,F (p)(x) > 0, kan disse uttryk-
kes som en LMI ved

diag(F (1)(x), . . . ,F (p)(x)) > 0. (B.2)

1Linear Matrix Inequality
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Ulineære (konvekse) ulikheter kan konverteres til LMI-form ved å anvende Schur
komplement :

Q(x) = Q(x)T ,

R(x) = R(x)T > 0,

Q(x)− S(x)R(x)−1S(x)T = 0, (B.3)

er ekvivalent med (
Q(x) S(x)
S(x)T R(x)

)
> 0. (B.4)

B.1 Beskrivelse av H2- og H∞-norm ved bruk av

LMI

Vi antar at vi har følgende LTI system Σ:

ẋ = Ax+Bu, (B.5)

y = Cx+Du. (B.6)

For dette systemet finner vi følgende transfermatrise fra p̊adraget u til målingen
y:

T yu = C(sI −A)−1B +D (B.7)

For å karakterisere H2-normen ved bruk av matriseulikheter kan vi anvende
følgende lemma (Pascal Gahinet & Pierre Apkarian, 1994):

Lemma B.1 A er eksponensielt stabil og ‖T yu‖2
2 < α, hvis, og bare hvis, D = 0

og det eksisterer en X = X T > 0, slik at

ATX +XA+XBBTX < 0, (B.8)

trace(CX−1CT ) < α. (B.9)

Alternativt kan vi definere en tilleggsvariabel Z og f̊a følgende (Scherer, 1995):

Lemma B.2 A er eksponensielt stabil og ‖T yu‖2
2 < α, hvis, og bare hvis, D = 0

og det eksisterer symmetriske matriser X og Z med trace(Z) < α, slik at

( ATX +XA XB
BTX −I

)
< 0,

( X CT
C Z

)
> 0. (B.10)

Tilsvarende kan vi karakterisere H∞-normen ved bruk av følgende lemma (Pascal
Gahinet & Pierre Apkarian, 1994):
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Lemma B.3 (Bounded Real Lemma) A er eksponensielt stabil og ‖T yu‖∞ < γ,
hvis, og bare hvis, det eksisterer en X = X T > 0, slik at



ATX +XA XB CT
BTX −γI DT

C D −γI


 < 0. (B.11)

B.2 Beskrivelse av passivitet ved bruk av LMI

Dersom systemet Σ tilfredsstiller krav til utvidet streng positiv reell (ESPR) vil
systemet være strengt passivt. En karakterisering av ESPR system i form av LMI
kan gis ved bruk av følgende lemma (Scherer, 1995):

Lemma B.4 T yu er ESPR hvis, og bare hvis, det eksisterer en matrise X = X T > 0,
slik at ( ATX +XA XB − CT

BTX − C −D −DT

)
< 0. (B.12)



Vedlegg C

Blokkskjema brukt i Simulink

Mux

Posisjon Demux

Demux
Mux

Svingning

x’ = Ax+Bu
 y = Cx+Du
Regulator

Referanse

Sine wave

Cosine wave

K

C

+
+

Sum1

K
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+
+

Sum2
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Integrator
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Avvik

K
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Figur C.1: Blokkskjema for simulering av det lineariserte systemet i Simulink.
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Figur C.2: Blokkskjema for simulering av det ulineære systemet i Simulink.



Vedlegg D

Matlab-kode

kab rov.m
function [A, B1, B, C1, D11, E1, C, F1] = kab_rov(j)

% Denne funksjonen anvendes for å beregne tilstandsrommodellen, fra

% den matematiske modellen i Schjølbergs avhandling (Kap. 4),

% for en kabel, hengende fra et skip, med en ROV i enden.

%

% Utgangspunktet er modellen:

% . . .

% M_t * x + D_l * x + K_t * x = u + f

%

% Med utgangspunkt i den valgte svingemodi ’j’ beregnes følgende

% tilstandsrommodell:

% .

% x = A*x + B1*w + B*u

% z_1 = C1*x + D11*w + E1*u

% y = C*x + F1*w

% . .

% her er x = (n_x, q_j, n_x, q_j) og w = (f_j, n_xd, w_m).

%

% Notasjon: [A, B1, B, C1, D11, E1, C, F1] = kab_rov(j).

% Konstanter gitt i avhandlingens Appendix B

m_t = 80; % kg

m_c = 15; % kg/m

l = 600; % m

EI = 4e9; % Nm^2

T = 1.11e6; % N

c = 5; % Ns/m^2

d_1 = 100;

U_cl = 1; % m/s

C_m = 1;

C_D = 1.6;

D_0 = 0.1; % m

A = 1; % m^2

ro = 1025; % kg/m^3

zeta_a = 1; % m

omega_n = 0.5; % Hz

C_1 = 40;

% Konstanten d_2 er ikke gitt i Appendix B, men finner en

% verdi ut fra det som står på s.14

d_2 = 0.5*ro*C_D*A;

% Konstant som anvendes ved normalisering

a_j = l;

% Generelt for svingemodi ’j’

n_j2 = (j*pi)/l;

A_j3 = sqrt(2*a_j/l);

gamma_j = (-1)^(j+1) * A_j3 * 1/(a_j*n_j2);

k_j = ((j*pi)/l)^2 * (EI*((j*pi)/l)^2 + T);

% Matriser i den matematiske modellen

M_t = [m_t gamma_j*m_c; gamma_j*m_c m_c];
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D_l = [d_1+2*d_2*U_cl 0; gamma_j*c c];

K_t = [0 0; 0 k_j];

% Matriser i tilstandsrommodellen

A = [];

A(1:2,1:2) = zeros(2);

A(1:2,3:4) = eye(2);

A(3:4,1:2) = -inv(M_t)*K_t;

A(3:4,3:4) = -inv(M_t)*D_l;

B1 = [];

B1(1:2,1) = zeros(2,1);

B1(1:2,2:3) = zeros(2);

B1(3:4,1) = inv(M_t)*[0; 1];

B1(3:4,2:3) = zeros(2);

B = [];

B(1:2,1) = zeros(2,1);

B(3:4,1) = inv(M_t)*[1; 0];

C1 = [1 0 0 0; 0 0 1 0; 0 0 0 0];

D11 = [0 -1 0; 0 0 0; 0 0 0];

E1 = [0; 0; 1];

C = [1 0 0 0];

F1 = [0 -1 1];

% Vektmatriser

% Dette bestemmer hvor mye tilstander og pådrag skal vektlegges

% i H-uendelig normen.

vekt_n_x = 10;

vekt_ndot_x = 10;

vekt_n_xd = 10;

vekt_u = 1e-3;

KC1 = diag([vekt_n_x, vekt_ndot_x, 1]);

KD11 = diag([vekt_n_xd, 1, 1]);

KE1 = diag([1, 1, vekt_u]);

% Nye, vektede matriser, i uttrykket z_1 = C1*x + D11*w + E1*u

C1 = KC1*C1;

D11 = KD11*D11;

E1 = KE1*E1;

regu pas.m
%

% Syntese av passiv H-uendelig regulator.

%

% Kaller først funksjonen ’kab_rov’, og får returnert en

% tilstandsrommodell for skip, kabel og ROV.

%

% Deretter kalles en ny funksjon som anvender SDPSOL for å

% finne en regulator med krav til H-uendelig normen for

% transferfunksjonsmatrisen fra w til z_1, og i tillegg

% krav til at transferfunksjonsmatrisen fra z_2 til -u

% skal være passiv.

%

% $ Modified: Tue Dec 10 13:41:42 1996 by alund $

%

clear all;

svingemodi = input(’Skriv inn svingemodi: ’);

gamma_gitt = input(’Skriv inn gammaverdi: ’);

% Henter tilstandsrommodell

[A, B1, B, C1, D11, E1, C, F1] = kab_rov(svingemodi);

% Definerer virtuell utgang . .

% Denne er gitt ved: z_2 = C2*x, der x = (n_x, q_i, n_x, q_i)

C2 = [0 0 1 0];

% Finner systemmatriser for henholdsvis Regulator, kanalen fra w til z_1

% og kanalen fra z_2 til -u:

[Ac, Bc, Cc, Dc, Acl, Bcl, Ccl, Dcl, Acl_hat, Bcl_hat, Ccl_hat, Dcl_hat, ...

gam_opt, s1, INFO, Q_hinf, P_hinf, P_pas] = ...

pas_reg(A, B1, B, C1, C2, D11, E1, C, F1, gamma_gitt);

pas reg.m
function [Ac, Bc, Cc, Dc, Acl, Bcl, Ccl, Dcl, Acl_hat, Bcl_hat, Ccl_hat, ...

Dcl_hat, gam_opt, s1, INFO, Q_hinf, P_hinf, P_pas] = ...

pas_reg(A, B1, B, C1, C2, D11, E1, C, F1, gam)

% Denne funksjonen finner en passiv H-uendelig regulator på formen:

%

% (Ac Bc)

% K = ( )

% (Cc Dc)

% .

% , slik at: x_c = Ac*x_c + Bc*y

% u = Cc*x_c + Dc*y

%

% Anvender SDPSOL for å finne regulatoren, ved å spesifisere

% H-uendelig krav til transferfunksjonsmatrisen fra w til z_1,

% og krav til passivitet fra den virtuelle utgangen z_2 til

% pådraget u.

%

% $ Modified: Tue Dec 10 13:41:14 1996 by alund $

%

[n r1] = size(B1); % r1: dim(w)

[n r2] = size(B); % r2: dim(u)

[m1 n] = size(C1); % m1: dim(z_1)

[m2 n] = size(C); % m2: dim(y)

% Fjernes naar gamma optimaliseres

gam_opt = gam;
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% Finner en H-uendelig regulator

SDPSOL_FILENAME = ’hinf_reg’;

sdpsol

Q_hinf = Q;

P_hinf = P;

% Med utgangspunkt i H-uendelig regulatoren foretar vi en

% transformasjon av tilstandsvariable

A_bar = inv(sqrtm(Q))*A*sqrtm(Q);

B1_bar = inv(sqrtm(Q))*B1;

B_bar = inv(sqrtm(Q))*B;

C1_bar = C1*sqrtm(Q);

C2_bar = C2*sqrtm(Q);

C_bar = C*sqrtm(Q);

% Ny optimalisering, med passivitetskrav i tillegg til krav

% om H-uendelig norm

BIGM = 1e10;

SDPSOL_FILENAME = ’pas_reg’;

sdpsol

P_pas = P_bar;

% Regner tilbake til regulatormatriser

M_bar = eye(n);

N_bar = (eye(n)-P_bar)’;

Dc = D_hat_bar;

Cc = (C_hat_bar - Dc*C_bar)*inv(N_bar’);

Bc = inv(M_bar)*(B_hat_bar - P_bar*B_bar*Dc);

Ac = inv(M_bar)*(A_hat_bar - M_bar*Bc*C_bar - ...

P_bar*B_bar*Cc*N_bar’ - ...

P_bar*(A_bar+B_bar*Dc*C_bar))*inv(N_bar’);

% Finner matriser i transferfunksjonen fra w til z_1

Acl = [A+B*Dc*C, B*Cc; Bc*C, Ac];

Bcl = [B1+B*Dc*F1; Bc*F1];

Ccl = [C1+E1*Dc*C, E1*Cc];

Dcl = [D11+E1*Dc*F1];

% Finner matriser i transferfunksjonen fra z_2 til -u

Acl_hat = [A+B*Dc*(C-C2), B*Cc; Bc*(C-C2), Ac];

Bcl_hat = [B*Dc; Bc];

Ccl_hat = [Dc*(C-C2), Cc];

Dcl_hat = Dc;

hinf reg
% SDPSOL fil som brukes for å finne matriser som tilfredsstiller

% krav til H-uendelig norm for transferfunksjonsmatrisen fra

% w til z1.

%

% $ Modified: Tue Dec 10 13:38:51 1996 by alund $

%

% Variable som det skal finnes verdier til:

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

variable P(n,n) symmetric;

variable Q(n,n) symmetric;

variable A_hat(n,n);

variable B_hat(n,m2);

variable C_hat(r2,n);

variable D_hat(r2,m2);

variable psi11(n+n,n+n);

variable psi21(r1+m1,n+n);

variable psi22(r1+m1,r1+m1);

% variable gam_opt;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Definering av matrise som brukes i krav til H-uendelig norm for

% transferfunksjonsmatrisen fra w til z1:

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

psi11 ==

[ A*Q + Q*A’ + B*C_hat +(B*C_hat)’, A_hat’ + A + B*D_hat*C ;

A_hat + (A + B*D_hat*C)’ , P*A + A’*P + B_hat*C + (B_hat*C)’ ];

psi21 ==

[ (B1 + B*D_hat*F1)’, (P*B1 + B_hat*F1)’ ;

C1*Q + E1*C_hat , C1 + E1*D_hat*C ];

psi22 ==

[ -gam*eye(r1) , (D11 + E1*D_hat*F1)’ ;

D11 + E1*D_hat*F1, -gam*eye(m1) ];

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% LMIer som uttrykker H-uendelig kravene:

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

[ Q , eye(n);

eye(n), P ] > 0;

[ psi11, psi21’;

psi21, psi22 ] < 0;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Uten optimaliseringskriterie vil bare en mulig løsning bli funnet.

% minimize OBJ = gam_opt;

pas reg
% SDPSOL fil som brukes for å finne matriser som tilfredsstiller
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% krav til H-uendelig norm (for transferfunksjonen fra w til z1),

% og samtidig har ESPR transferfunksjon fra z2 til -u.

%

% $ Modified: Tue Dec 10 13:40:17 1996 by alund $

%

% Variable som det skal finnes verdier til:

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

variable P_bar(n,n) symmetric;

variable A_hat_bar(n,n);

variable B_hat_bar(n,m2);

variable C_hat_bar(r2,n);

variable D_hat_bar(r2,m2);

variable psi11_bar(n+n,n+n);

variable psi21_bar(r1+m1,n+n);

variable psi22_bar(r1+m1,r1+m1);

variable theta11(n+n,n+n);

variable theta21(r2,n+n);

variable theta22(r2,m2);

variable s1; % Slack variabel

% variable gam_opt;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Psi- og Theta-matrisene brukes i spesifiseringen av krav til

% H-uendelig norm og krav til ESPR:

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

psi11_bar ==

[ A_bar + A_bar’ + B_bar*C_hat_bar + (B_bar*C_hat_bar)’,

A_hat_bar’ + A_bar + B_bar*D_hat_bar*C_bar;

A_hat_bar + (A_bar + B_bar*D_hat_bar*C_bar)’,

P_bar*A_bar + A_bar’*P_bar + B_hat_bar*C_bar + C_bar’*B_hat_bar’ ];

psi21_bar ==

[ (B1_bar + B_bar*D_hat_bar*F1)’, (P_bar*B1_bar + B_hat_bar*F1)’;

C1_bar + E1*C_hat_bar , C1_bar + E1*D_hat_bar*C_bar ];

psi22_bar ==

[ -gam*eye(r1) , (D11 + E1*D_hat_bar*F1)’;

D11 + E1*D_hat_bar*F1, -gam*eye(m1) ];

theta11 ==

[ A_bar + A_bar’ + B_bar*C_hat_bar + (B_bar*C_hat_bar)’ -

B_bar*D_hat_bar*C2_bar - (B_bar*D_hat_bar*C2_bar)’,

A_hat_bar’ + A_bar + B_bar*D_hat_bar*C_bar - B_bar*D_hat_bar*C2_bar -

(B_hat_bar*C2_bar)’;

A_hat_bar + (A_bar + B_bar*D_hat_bar*C_bar)’ - (B_bar*D_hat_bar*C2_bar)’ -

B_hat_bar*C2_bar,

P_bar*A_bar + A_bar’*P_bar + B_hat_bar*C_bar + (B_hat_bar*C_bar)’ -

B_hat_bar*C2_bar - (B_hat_bar*C2_bar)’];

theta21 ==

[ (B_bar*D_hat_bar)’ + C_hat_bar - D_hat_bar*C2_bar,

B_hat_bar’ + D_hat_bar*C_bar - D_hat_bar*C2_bar ];

theta22 ==

D_hat_bar + D_hat_bar’;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% LMIer som spesifiserer krav til H-uendelig norm og krav til ESPR:

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

P_bar > 1;

% Krav til H-uendelig norm for transferfunksjonsmatrisen fra w til z1:

[ psi11_bar, psi21_bar’;

psi21_bar, psi22_bar ] < 0;

% Krav til ESPR transferfunksjonsmatrise fra z2 til -u:

[ theta11, theta21’;

theta21, theta22 ] - s1 < 0;

% Krav til regulator

D_hat_bar < 0;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Ideelt sett ønsker vi at slack-verdien skal være null...

minimize OBJ = s1;


